I.

EGALITES

AFFIRMATIONS

EXPRESSION/AFFIRMATION

Une expression est une phrase nominale, elle exprime un objet
maﬂ\émal‘ique (nombre, point, ensemble, fonction...) Ce qu'elle
exprime s'appelle sa valeur.

«34+3x%2 » expression numérique.

«3x—5» expression littérale.

Une affirmalion est une phrase verbale, qui est soit vraie, soit fausse.

Vrai et faux sont les deux valeurs de vérité possibles d'une

affirmation.
2+2=4 affirmation vraie
2>3 affirmation fausse
x+1>10 affirmation parfois vraie, parfois fausse.

OPERATION / RELATION / CONNECTEUR LOGIQUE

Dans une opération, on entre deux objets mathématiques (des
nombres, par exemple) et il sort autre objet mathématique. Exemple :
la multiplication. Lorsqu'on y entre les nombres 2 et 3, il sort le

nombre 6.

Dans une relalion, on entre deux objets mathématique et ¢a donne

une affirmation et donc finalement, une valeur de vérité. Exemple : le

2
signe <. Lorsqu'on y entre 2 et 3 (dans cet ordre), ca donne « 2<3 »,

qui est vrai.

On place un connecteur \ogique entre deux affirmations, donc en fait
on lui présente deux valeurs de vérité et cela produit une nouvelle
affirmation, donc finalement une nouvelle valeur de vérité. Exemple :
« et ». Sijai deux affirmations que je note par lalettre P etlalettre Q,

je peux fabriquer la nouvelle affirmation : « P et Q ».

EQUIVALENCE LOGIQUE

Deux affirmations sont dites équivalentes lorsqu'elles ont la méme

valeur de vérité. P est équivalente 3 Q se note : P<= Q.

Par exemple, ABCD étant un quadrilatére, affirmer que « ABCD est
un parallélogramme » revient 3 affirmer que « [AC] et [BD] ont
méme milieu ». Si I'une des affirmations est vraie, l'autre est vraie
aussi. Sil'une est fausse, 'autre est fausse aussi. Elles ont méme valeur

de vérité. Elles sont donc équivalentes.

IMPLICATION

Une implication est une affirmation de la forme « si... alors... ».
P implique Q se note : P = Q et signifie que si P est vrai, alors, Q est
forcément vrai. (Mais si P n'est pas vraie, Q peut étre indifféremment

vraie ou fausse.)

Exemple: x>3 = x>2.

Une équivalence logique peut se décomposer en deux implications :

P& Q signifie: (P=Q) et (Q=P).




TRANSFORMATION

Transformer une affirmation, c'est la remplacer par une affirmation

qui lui est équivalente.

ITI. AXIOMES

II. DEFINITIONS

EGALER

EGALITE

EXEMPLES

Le signe « = » se lit « égale », du verbe égaler. Il peut aussi se lire « est
égal 4 », mais cest plus long. En tout cas, « x + 1 = 3 » na aucune

raison de se lire « x + 1 estégal 3 » (avec le « est » mais sansle « & »).

Une € galil é est une affirmation fondée sur le signe « = ». Les deux
expressions placées de part et dautre du « = » se nomment les

membres delégalité.

REFLEXIVITE

Toute chose est égale 4 elle-méme. Autrement dit, quel que soit le

nombre A, Iégalité A=A est vraie.

PRINCIPE DE SUBSTITUTION

Si deux choses sont égales, on peut substituer Iune 4 l'autre. Plus
précisément, si A=B, on peut transformer une affirmation ou une
expression contenant A en remplacant A par B en nimporte quel

endroit. (A et B peuvent étre sous forme dexpressions.)

IV. THEOREMES

2 = 2 est une égalité vraie.

2+2=3 est une égalité fausse.

a+b=>b+aestune égalité toujours vraie. Une égalité toujours vraie
senomme une identité.

[¥galité x* = x, quant 2 elle, est certes souvent fausse, mais pas

toujours.

SYMETRIE

Si A = Balors B = A.

TRANSITIVITE

Si A=B et B=C alors A=C.




V.

TRANSFORMATION

REGLES ELEMENTAIRES

VI. EQUATIONS

Pour tmnsformer une égalité, on peut ajouter un méme nombre A ses
deux membres, ou encore multiplier ses deux membres par un méme
nombre (non nul). Autrement dit, quels que soient les réels A, Bet a,
ona:

A=B & A+a=B+a

Etsiaa#0: A=B & oA =0oB

DEFINITIONS

Une é qua Fion est une égalité contenant une variable.

Une solution dune équation est une valeur de la variable qui vérifie
légalité.

Résoudre une équation, cest déterminer l'ensemble de ses

solutions.

COROLLAIRES

On peut aussi soustraire un méme nombre aux deux membres,
puisque soustraire, cest ajouter lopposé.

On peut prendre lopposé des deux membres, puisque pour prendre
lopposé on peut multiplier par —1.

On peut diviser les deux membres par un méme nombre non nul,

puisque diviser par un nombre revient & multiplier par son inverse.

PRODUIT EN CROIX

Quels que soient les réels a, b, c et d (avec b et d non nuls):

a_° S ad=bc
b d

Démonstration : nous verrons cela en exercice.

COMMENTAIRE

Au collége, on donne 4 la fin la ou les solutions de léquation. Au lycée,
on donnera de préférence ces solutions « en paquet », dans un
ensemble. Au lieu de dire « Iéquation admet deux solutions : —1 et 7 »,
on dira plutdt : « lensemble des solutions de léquation est : {—1;7} ».
Lensemble des solutions peut étre un singleton ou méme, lorsque

léquation na pas de solution, lensemble vide.

DEGRE D'UNE EQUATION (définition)

Lorsquon fait passer tous les termes du méme cdté et quon met
Iéquation sous la forme P(x)=0,si P(x) est un polyndme, alors le

de gr é de léquation est le degré de ce polyndme.

METHODES DE RESOLUTION

Tout dépend du degré de léquation :

EQUATIONS DU PREMIER DEGRE

Siléquation est du premier degré, on applique les régles élémentaires

de transformation de fagon 2 isoler linconnue.




EQUATIONS DU SECOND DEGRE

Si Iéquation est de degré 2 (ou plus), alors, on fait tout « passer du

méme cOté » et lon factorise.

VIII. SYSTEMES

Puis on applique le théoréme suivant :

ProDUIT NUL

Un produit est nul si, et seulement si I'un (au moins) de ses facteurs
p

sannule : AB=0 & (A=00ouB=0)

« VALEURS INTERDITES »

Il'y a des équations qui, pour certaines valeurs de leurs variables, nont

1
pas de sens. Par exemple —=2—x na pas de sens lorsque x vaut
x

0.parce quon ne peut diviser par zéro. On les appelle en général des

« valeurs interdites .

VII. EXPRIMER EN FONCTION DE...

DEFINITION

Exprimer x en fonclion de y et z, Cest exprimer x A partir de y et z.
p Y P 4 partir de y

Clest exprimer x par une formule ne contenant pas d'autre variable

quey et z.

Cela peut donner par exemple quelque chose comme:

/yz 122

x = —+2yz.
3 Y

SYSTEME D’EQUATIONS

Un syst€me de deux équations 3 deux inconnues est une
affirmation formée de deux égalités reliées par un «et» (quon
représente par une accolade) et qui contiennent deux variables,
chacune (les mémes dans les deux égalités), en général notées x et y.
Un couple de réels (a; b) est une solution du systéme lorsquen
donnant 4 x la valeur de son premier terme et 2 y la valeur du second,
le systéme est vérifié.

Résoudre un systéme, cest trouver toutes ses solutions (ou

lensemble de ses solutions).

3x+4y=26 . ) o ,
est un systéme de deux équation A deux inconnues.

EXEMPLE
x+2y=12

(2;5) est une solution (la seule, dailleurs) de ce systéme, car, lorsquoon

3x2+4x5=26

remplace x par 2 et y par 5, le systéme sécrit : { iox5-10 '€

26=26

Cest-a-dire A laffirmation : « 26=26 et
12=12

qui équivaut a {
12=12 », qui est vraie.

RESOLUTION
Pour résoudre un systéme du premier degré (sans x> ni y%, nixy...),on
essaye (comme pour une équation) de le transformer progressivement,
de facon 2 le rendre de plus en plus simple. Le but étant déliminer une

inconnue dans I'une des deux équations. Nous verrons tout cela en




THEOREME
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exercice. Retenons qu'il vaut mieux procéder par équivalences et quon

peut utiliser le corollaire du théoréme suivant.

On peut ajouter, soustraire, multiplier, diviser membre 3 membre
deux égalités :

A=B
Si{ alors: ® A+C=B+D

C=D
e A-C=B-D
e AC=BD
Si, de plus C£0 et D=0, alors : ézﬁ
C D

COROLLAIRE

A=B A=B
=S
C=D C+A=D+B

On peut, dans un systéme, remplacer I'une des égalités par la somme
(ou la différence) membre 3 membre, des deux égalités. On obtient

ainsi un systéme équivalent au précédent.




